Hogyan torzul a derékszog, ha a Thalész - kor ellipszisbe megy at?

Meglepd, de erre eddig még nem gondoltunk. Itt az idé a cimben feltett kérdés megvala -
szolasara. Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

35

1. abra
Itt feltlintettiik a hozzavaldkat, valamint a keresett y szoget. Ennek szamitasos
meghatéarozasat koszinusztétellel végezziik. Eszerint:

AB? = AE* + EB®> —2-AE -EB - cos . (1)

At szogvaltozoval adott E( x, y ) ellipszispontra:
x(t) =a-cost, y(t) =b-sint. (2)

Most az 1. abra szerint:

AB=2-a,
AE = /la* (1 + cost)]? + (b -sint)?,
EB =/[a-(1—cost)]? + (b-sint)?. (3)

Majd (1) ¢és(3)- mal:



4-a>=[a-(1+cost)]>?+ (b-sint)>+[a-(1—cost)]>+ (b-sint)> —2-AE -EB - cos =
=a’-[(1+cost)® + (1 —cost)?]+2-b?-sin’t —
—2-y/[a-(1+cost))2+ (b-sint)2-/[a-(1—cost)]?+ (b-sint)?-cosy ; rendezve:

B=a? [(1+cost)?+ (1 —cost)?]+2-b?-sint—4-a? =
=2-/la-(1+cost)]?+ (b-sint)?-\/[a- (1 —cost)]2+ (b-sint)2-cosh =] ; (4)

Most (4 ) bal oldala kifejtve:

B=a? [(1+cost)?+ (1 —cost)?]+2-b?-sint—4-a? =
=a’?-(1+2-cost+cos’t+1—2-cost+cos’t—4)+2-b% sin’t=
=a? - (2+2-cos’t—4)+2-b?-sint=a%*-(2-cos’t—2)+2-b% sin’t =
=—2-a*-(1—cos®t)+2-b%-sint = —2-a®-sin?t+2-b?-sin’t = =2 (a®> — b?) -sin’ ¢,

tehat:

B =-2-(a*—b?)-sin’t. (5)

Majd ( 4) jobb oldala kifejtve:
J=2-[a-(1+cost)]? + (b-sint)?-/[a-(1—cost)]? + (b-sint)?-cosip =

=2-yJa* (1 —cos2t)? +a?-b%-(1—cost)?-sin?t+a?-b2-(1+cos?t)?-sin?t+b*-sin*t -cosyp =
=2-./(a*+b*) -sin*t + a? - b2 - sin?t - [(1 — cos t)2 + (1 + cos? t)2] - cos =

=2-y/(a*+b*) -sin*t + a? - b2 -sin?t-[1—2-cost+cos2t+1+2-cost+cos2t] -cosy =
=2-/(a*+b*) -sin*t + a? - b2 -sin?t- 2+ (1 + cos?t) -cosyp =

=2 -J(a4+b4) -sin*t 4+ 2-a?-b?-sin?t- (2 - Sil’lzt) cosy =

=2-/(a*+b*) -sin*t + 4-a? - b%-sin’t — 2+ a%- b% - sin*t - cosy =

=2-y/(a*=2-a?-b%+b*)-sin*t +4-a?-b?-sint - cosyh =

=2-,/(a? —b2)%-sin*t +4-a?- b2 -sin?t - cosyp = 2 -+/sin?t - [(a? — b2)2 -sin?t + 4 - a? - b2] - cosp =
=2-|sint|-+/(a? —b2)2-sint +4-a?-b% - cos,

tehat:

J=2-|sint|-+/(a? — b2)2-sin2t + 4-a? - b? - cosyp. (6)

Ezutén (4), (5)és (6) - tal:
—2-(a®? = b?) -sin®t =2 |sint|-+/(a% — b2)?-sin?t +4-a? - b2 -cosy , innen:

oS 1)[) _ —2-(a®-b%)sin?t _ (a®—b?)sin?t _
2-|sin t|-/(a2—b2)2-sin2 t+4-a2-bh2 sin t|-y/(a2—b2)2sin2 t+4-a2-h2
sin t (a%2—b?)-sin t (a®—b?)-sin t

tehat:

= : = —sgn(sint) 7

Isin t| /(a2—b2)%-sin? t+4-a-b2 (a?2=b2)2-sin? t+4-a%-b2’

(a2—b?) -sin t
J(@%—b2)2sin? t+4-a2-h? !

cosy = — sgn(sint) -

(7)
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innen:

Y (t) = arccos [—sgn(sin t)- (a®b%) sint 0°<t<360°. (8)
J(@%-b2)2-sin? t+4-a2-h? ’ - =

Adatok az abrazolashoz —v. 6.:1. abra! —:

a=3cm;b=2cm. (A)

A (8)¢és ( A) szerinti grafikont a 2. 4bra mutatja.
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2. abra

Innen leolvashato, hogy az AEB szog akkor a legnagyobb — vagyis akkor a legnagyobb a
derékszog torzulasa — , ha E = C, illetve E = D.

Tovabba az 1. abra esetére: t = 1,1132 rad = 63,78° =2 w =110, 5°, egyezésben az

1. abrardl lemérhetd értékkel.

M1. Természetesen a szemlélet alapjan is tudunk valamit mondani a keresett szogrol, de
az inkabb csak hozzavetdleges leiras lehet.



M2. A (7) és (8)képletekbdl rogton kiolvashatok az alabbiak:

~a=Dbesetén = 90°, t - t6l fiiggetlentil;

~a>Dbesetén y > 90°, kivéve a nagytengely végpontjait, ahol = 0°, 180°, 360
~a<Dbesetén y < 90°, kivéve a ,,nagytengely” végpontjait;

Latjuk, hogy az itteni A és B pontokban a keresett szog gyakorlatilag mindig derékszog.
Ezt azért emeljiik ki, mert idénként az olvashato, hogy —[1]—:

Ha vessziik egy O kbzéppontu kér AB atmérdjét, valamint a kbrvonal egy tetszéleges (A-tél illetve B-tél kiilébnb6z6)
C pontjat, akkor az ABC haromszdg C csucsanal 1évé y szége derékszdg lesz.

3. dbra — forrasa: [ 1 ]

Ugy néz ki, a koratmérd A és B végpontjait kizarjak, azaz a tételt ezekre a pontokra nem
tartjak érvényesnek. Ha ez a helyzet kornél, akkor ugyanez lesz a helyzet ellipszisnél is.
Igaz, az ABC haromszog elfajul, de a derékszog megmarad. Hatdresetben a derékszoget
az atméro és az atmérdvégi érintd egy végteleniil kicsiny darabja zarja be. Ezt gondolja e
sorok irdja. A hivatasos hozzaértok szerint azonban az a helyzet, hogy a 3. abra AB szaka -
szanak végpontjai nem tartoznak a latokorivekhez —1d. pl.: [2],[ 3], [4 ]! Err6l [ 4 ]
egyebek mellett azt irja, hogy:

, -..a két végpont nem tartozik a mértani helyhez, hiszen nem is lehet sz6 arr6l, hogy a
szakasz mekkora szogben lathat6 a végpontjaibol.” Hmm...

M3. A Thalész - tétel 90° - os latoszoggel kapcsolatos. Erdemes lehet, ezért javasoljuk,
hogy az érdekldd6 Olvasé vizsgalja meg ettdl eltérd latoszogi 14tokor esetére is a szdgtor -
zulast, ha a latokor ellipszissé torzul.

M4. Talaltunk ( 8 ) - nal egyszeriibb alaku 6sszefliggést is, tg -, illetve arctg - fiiggvény -
nyel. Ezzel azonban nem tudja egyszerre megrajzolni a Graph a 2. abra szerinti gorbét, a

masféle fliggvény szakadasos volta, illetve tobbeértékiisége miatt. Itt kiilon beavatkozasra

lenne sziikség, ezért ennek alkalmazasarol letettiink. Eszerint a hosszadalmas szamitassal

jar6 megoldasunk jo / jobb valasztasnak bizonyult.



M5. ( Csak zarojelben:) llyen mithelytitkokat azért arulunk el, mert a kezdé sokszor nem
tudja, miért akadt el. Mi mar ezt sokszor lejatszottuk, igy megszivlelendd tapasztalatként
tovabbadhatjuk. Egy hasonl6 dolog: hogyan kertil a csizma az asztalra, vagyis mi sziikség
van e szamitasra, illetve e latszolag érdektelen témaval val6d foglakozasra? Erre az a véla -
szunk, hogy egyszer csak kideriilhet, hogy egy ilyen levegében 16gonak tind feladat meg -
oldasa kdzelebb vitt egy késobb fontossa valhatd probléma megoldasahoz. Ezzel kapcso -
latban érdemes lehet emlékeztetni arra a tényre, hogy az alkotasi folyamat jorészt nem tu -
datos. Mire felbukkan egy otlet, addigra mar a hattérben sok minden tortént, tudattalanul.
Aki nem hiszi, jarjon utana! Mi — ugy véljiik — ezt mar megtettiik, és éppen ennck ered -
ményeirdl szamolunk be itt. Némi szerénytelenséggel azt is mondhatjuk, hogy munkassa -
gunk honlapunkon is megtalalhato eredményei jorészt pontosan ilyen — ,,biztosan jo lesz
egyszer valamire” — tipusti munkak sorén alltak elo.

Kedves Olvaso, értsd jol / ne félre az ittenieket!

M6. Akar jogosnak is tiinhet e feladat kapcsan a ,,mondvacsinalt” jelz6. Ezt feloldando
maris mutatjuk a feladatbeli geometriai helyzet fizikai realizalasat — 4. abra.

4. abra — forréasa: [ 3 ]

Egy kartonpapirra rajzoljunk egy r sugaru kort, majd vagjuk azt ki!

Ezutan rajzoljuk ra a Thalész - tételnek megfeleld derékszogli haromszoget, a 3. abra
szerint! A korlapot a haromszog atfogoja — a kor atmérdje — kortil forgassuk el ¢ szoggel,
a 4. 4bra szerint, majd vetitsiik az elforgatott kort az eredeti korsikra, merdlegesen! Ha ez
pl. megvilagitassal torténik, akkor a korlap arnyékaként jelenik meg a kor ellipszisvetiilete.
Ezen ellipszis paramétereire fennall, hogy:

a=r1r, b=r-cosg, (9)

amint ez a 4. abrarol kozvetlentl leolvashato.



A képleteinkhez, (9 ) - cel is:
a’ —b? =1?—1r?-cos?g =r?-(1—cos’p) =r?-sin® ¢, tehat:
a’> —b? =7r?-sin® ¢ (10)

Most (7)és (10) - zel:
r2-sin 2 @ -sint
J@2sinZ @ )2:sin2 t+4-12-(r-cos ¢ )2’

cosy = —sgn(sint) -

majd ebbdl kiemeléssel €s egyszerlsitéssel:

sinz(p sin t

cosy = —sgn(sint) - (11)

Jsint g sinZt+4-cosZ¢g

Innen leolvashato, hogy a y sz6g akkor derékszog, ha cosy = 0, ami pedig akkor
kovetkezik be, ha

~singp =0 - ¢ = 0°180°,360°;

~sint =0- t=0°180°,360°.

Ezutan (11 ) - bol:

sinztp -sin t

, 0°< (¢, t) <360°.(12)

Y(e,t) = arccos [—sgn(sin t) -

Jsint @ -sinZt+4-cos? ¢

Latjuk, hogy az eredetileg a valosagtol elrugaszkodottnak tiiné gondolatbeli jaték immaron
egy tényleges fizikai ~ geometriai problémava és annak megoldasava nemesiilt, ha tetszik.
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